82 Vektorrdume und lineare Abbildungen

’ Vektorraume ‘

2.1 Definition (Vektorraum)
Sei K ein Korper. Eine Menge V' mit den Abbildungen

+:VxV =V, (v,w)—v+w ("Vektoraddition”)
K xV =V, (\v)— A-v ("skalare Multiplikation”)

heifit Vektorraum iiber K oder K-Vektorraum, wenn gilt:
(a) (V,+) ist eine abelsche Gruppe
b) A-(v+w)=A-v+A-w ANe K, vyweV)
d) A-p)-v =X-(p-v)

1l v = w

)
) A

() A4p)-v=Av+p-w NpeK,veV)
) NpuekK, veV)
)

(e

Die Elemente von V heiflen Vektoren, die Elemente von K Skalare.

(
(veV)

Bemerkungen:

1. (b),(c) dhneln Distributivgesetzen
(d) dhnelt Assoziativgesetz

(e) i. Ohne (e) wire z. B. die Definition A - v = 0 fiir alle A € K und v € V moglich.
Damit wire jede Gruppe V mit jedem Korper K ein K-Vektorraum.

ii. Aus (d) folgt 1-(1-v)=(1-v), was (e) nahelegt, aber nicht erzwingt.
2. K ist K-Vektorraum.

Beispiele:

1. K™ (oder IR™) [wichtigstes Beispiel]:
(vlv"'yvn) + (w17"'awn) = (Ul +w1)"'7vn+wn) (U,’LU € Kn)
A (V1. 0n) = (A, .., Ae,) (AE K, ve K™
(a): (K™, +) Gruppe, weil (K, +) Gruppe (UA 16)
Neutrales Element: (0,...,0) ”"Nullvektor”: Bez. Oy oder O.
Inverses Element zu (v1,...,v,) : (—v1,...,—vp)
(b) )‘(U+w) :A((U177vn)+(wla wn))
Def.Add
= A (v +wy,. .. vn—i-wn)
A (

Def.skal.M.
¢/ sha (A (v +wy),...
Distr.g.in K (

Un + wy))

/\-Ul—i—)\-wl,...,/\-vn—i—)\-wn)

(Av1, ..oy Avp) + (Awr, ..., dwy,)
Def-shal- M.\ (U1, ..y on) + A (w1, ..., wy)
=Av+Aw

(c)-(e): analog (evtl. UA)

Def.Add



Geometrische Deutung in IR?: Vektoraddition mit Parallelogramm (Skizze weggelassen)
(a): inverses Element zu v: -v (Pfeil in umgekehrter Richtung mit Ansatz im Ursprung)

(b): Skalieren der Seiten des Parallelogramms mit dem Faktor A bewirkt dieselbe Ska-
lierung der Diagonalen.

(c),(d): analog

2. Sei W ein K-Vektorraum, M eine nicht leere Menge.
Dann ist Abb(M, W) :={f: M — W} ein K-Vektorraum mit den Operationen

f+g M —>W, (f+g)(@):= f(z)+ g(x)
Afi M =W, (A-f)(@):=A-f(z)
- (Abb(M,W),+) ist Gruppe mit der Nullfunktion [ null : M — W, null(z) = 0]
als neutralem und der Funktion —f [—f : M — W, z — — f(z)] als zu f inversem
Element.

- (A p)-f=Xf4+p-fwegen (A+p)-f)lx) = A+ p)- f(x) (b) fir Vegormum w

ceK cWw
N-f@)+p- f@) = - pa) + (- H@)
N—— N —
ew cW

- (c)-(e) analog
Wir betrachten folgende drei Spezialisierungen:
21 M =W =K mit K =Roder K=C. D.h. Abb(IR,IR) (reellwertige Funktionen

auf IR) und Abb(C,C) (komplexwertige Funktion auf C) sind jeweils Vektorrdume.

22 M=IN,W =K mit K =R oder K =C. D.h.
Abb(IN,IR) = {(an)nen : an, € R fiir n € IN}  (Folgen reeller Zahlen)
Abb(IN,C) = {(an)nenN : an €C fiir n € N} (Folgen komplexer Zahlen)

mit
(an)neN + (bn)neN = (an + bp)neN (Addition)
A (ap)neN = (A - Gp)neN (skalare Multiplikation)

bilden jeweils einen Vektorraum.
23 M =K", W =K™ (m,n € N fest), d.h. Abb(K", K™) ist ein K-Vektorraum.

2.2 Rechenregeln
Sei V' ein K-Vektorraum. Dann gilt

a) 0-v= (veK)

) A-0=0 (A€ K)

() Av=0 = A=0Vv=0 (A€ K, veEK)
(d) (-1)-v=—=v  (veK)

Bemerkung: Ab jetzt schreiben wir einheitlich 0 fiir 0 € K und 0 € V.



Beweis:

(a) 0-v40-v 2.1:(c) (0 I 0) =0 Eind. des neutr.:El;ments in (V,4) 00—
0-v+0 = 0-v
(b) A0+ X0 2.1:(b) A (0 n 0) — -0 Eind. des neutr.:Elfments mn (V,+) N-0=0
A-0+0 = 0
(c) Sei A-v=0.
1. Fall: A =0: fertig
2. Fall: A\ #0: Dann v 21) 1-v A#D, K _Korper (% - A)v 21d) % -(A-v) Vorauss. ® 0.
(d) n ( 1) 2.1(e) 1 +( 1) 2.1(c) (1 +( 1)) 0 (a) 0 Eind. des inv.Elements in (V,+)
v — v — - — - — — U = D =
v+ (—v) = 0
= (—-1)-v=—v
‘Lineare Abbildungen, Matrizen
Beispiel fiir ein lineares Gleichungssystem:
Gesucht x1, x5 € IR, so dass
5c1 + Txo = 9
2r1 4+ 3x9 = 8
Verallgemeinerung:
Sei K ein Koérper, m,n € N, a;; €e K (i1 =1,....m, j=1,...,n), e K (i=1,...,m).
Gesucht z1,...,z, € K, so dass
a1171 + apx2 + ... + a1y, = b
a1 + aprs + ... + apx, = b
(%)
Am1T1 + Am2T2 + ...+ Ty = by,
1. Betrachtungsweise: (mit Hilfe linearer Abbildungen)
Setze
n
fi i K" — K™, fz(l') = @;1T1 + ;22 + ... + QinTy = Z Q5T 5 (Z =1,... ,m)
j=1
#)y [ K" — K™, z = (fi(z), ..., fm(7))
[ oder ausfiihrlicher: (x1,...,zy) — (fi(z1,...,Zn), ..., fm(z1,. .. ,an)]

ceK" cKm

Damit wird das lineare Gleichungssystem () zu einer Gleichung im Vektorraum K™:

Gegeben f: K" — K™ wie in (#),be K™
Gesucht € K™, so dass f(x) =b



Ziel: Charakterisierung von f ohne Verwendung der a;;

Seien z,y € K", A€ K. Dann gilt firi=1,...,m

filz +y) = ilaij(xj +y;) = Zn:l(aijﬂ?j + aiy;) = i aijTj + i aijy; = fi(z) + fi(y)
J= J= Jj=1 Jj=1

fild-@) = 2, aiy(hes) = A 3 iy = Milw)
j: j:

Insgesamt also:

flx+y) = (filz+y),. .., fm(z+y) = (fl( )+ A1), fn(®) + fn(y))
(f1(@)soo oy f(@) + (1Y), s fm(y) = f(2) + f(y)
(
(

fh-z) =(iA-2),.o fm(A- $))=()\f1( )y Afm(2))
) f1($),,fm($)):>\ ( )

2.3 Definition (lineare Abbildung, Hom(V, W))

(a) Seien V,W K-Vektorrdume. f : V' — W heifit lineare Abbildung oder Vektorraumho-

momorphismus , wenn gilt

Yo, w eV : flv+w) = f(v) + f(w)
YVoeV, AeK: f(A-v)=Xf(v)

(b) Ist f zusétzlich bijektiv, so heiit f Vektorraumisomorphismus und V und W isomorphe
Vektorrdume.

(¢) Hom(V,W):={f:V — W f linear} (Vektorraum der linearen Abbildungen von V'
nach W)

Bemerkungen:
1. f:V — W linear, vi,...,v, €V, A,..., A € K = f(D] Nivvi) = D N fvi).
i=1 i=1
[ Denn: f(>° Ni-vi) = f(Ar-vr+ ...+ Apvp) = f(A1-0) + ...+ fF(Apon) =

= A1 f(v1) + o A fon) = il&"f(%‘) ]

2. f(0) =
[ Denn: £(0) 70-0) "= 0. p0) "2 0
In der Analysis bezeichnet man das reelle Polynom vom Grad 1 p(z) =a-x+b (z € IR)
gerne als linear. Im Sinne der linearen Algebra handelt es sich nur um eine lineare

Abbildung, wenn b = 0.

2.2(a) fir v=0

3. Wir werden in Kiirze sehen, dass sich jede lineare Abbildung f : K™ — K™ in der
Gestalt (#) schreiben lisst.



2. Betrachtungsweise: (mit Hilfe von Matrizen)

2.4 Definition (m x n-Matrix iiber K, K*")

Seien m,n € IN und a;; € K fiiri =1,...,m und j = 1,...,n. Das rechteckige Schema mit
m Zeilen und n Spalten
aill N AT
A=
Aml1 --- QAmn

-----

K™*™ bezeichnet die Menge aller m x n-Matrizen.
a1j

a; = : = (ajj)i=1,..m € K™*1 heifit j-te Spalte von A
amj

a(’) = (ail Ce am) = (aij)jzl n € K1 heilt i-te Zeile von A.

.....

Bemerkung:
z1
1 K™ ={ : c x; € K fiir i =1,...,m} ”Spaltenvektoren”
Tm
KYn = {(zy...2,): x; € K fiir i = 1,...,n} " Zeilenvektoren”
Zum Vergleich: K" = {(z1,...,2,): x; € K firi=1,...,n} "n-Tupel”

2. Wie in Beispiel (g) zu Definition 0.23 kann jede Matrix A € K™*™ als eine Funktion
{1,...,m} x{1,...,n} — K aufgefasst werden.
Man kann daher K™*™ mit Abb({1,...,m} x {1,...,n}, K) identifizieren.

K™ ist somit nach Beispiel 2 zu Def. 2.1 ein K-Vektorraum.

Zusammengefasst:

2.5 Definition und Satz (Matrizenaddition, skalare Multiplikation)
Sei K ein Korper, m,n € IN, A = (aij)izl ,,,,, m,B = (bij)i:l ,,,,, m e K™" e K.
j=1 j

JRRRN 03 j=1,...,.n

A+ B := (aij + bij)i=1,...n  (Matrizenaddition)
j=1
A = (Aagj)i=1,..m (skalare Multiplikation)

Mit diesen Operationen ist K™*" ein K-Vektorraum.

Bemerkung: Insbesondere gilt also nach Definition 2.1

A (A+B)=X-A+\-B

A+p)-A=X-A4+pu-A
(Ap)-A =X (n-A)
1-A =A



und den Rechenregeln 2.2

0 A= 0
~— ~—
eK Nullmatrix
A0 =0
(-1)-A=-4
Wir wollen ein Produkt zwischen Matrizen definieren:
Spezialfall:
B
(1 ...a)" : = (101 + agfa + ... + anfy)
———
eK1xn ﬂn ceK1x1
——
GKnxl
Verallgemeinerung:
ay ... Qin X1 a1xr] +...+ aipnxy n
aj1 ... Ajn . = aj1X1 +...+ AipnXn = Z ajjXj
Gml  --- Gmn Xp 1Tl + ...+ GmnTn =1
W ~~
cKmXn EK”Xl eKle
n
dh. A-z=0bmit b; = (Al‘)z: Eaijxj (i: ,...,m)
j=1
Allgemeiner Fall:
Ersetze z; durch by, k—te Spalte
! !
a1l ... Gln bin bik bir e
a;1 ... ajn . : : : = ... Cik ... «— i—te Zeile
Am1 -+ amn bp1 buk  bnr Cmi : Crr
E Km)(?’l, e K'I’LXT e KmXT‘

n
dh. A-B=C mit ¢y = aj1big + a;obop + ... + ainbpr = Z az-jbjk
j=1

2.6 Definition (Matrizenmultiplikation)
Sei K ein Kérper, m,n,r € IN, A = (a;j)i=1,.m € K™ B = (bj) j=1,.... € K™". Dann
N 0% k=1 r

ey

setze

Bemerkung: Die Matrizenmultiplikation A - B ist nur definiert, wenn Spaltenzahl von A =
Zeilenzahl von B.



Wir haben bereits gesehen, dass sich das lineare Gleichungssystem als Matrizenprodukt

\Ai./ I = \b,/
cKmxn ¢cnxl cKmx1

schreiben ldsst. Wir gelangen so zu einer Abbildung
]E:Knxl N Km><1’ f(ﬂ?) = Az,

die in der 1. Betrachtungsweise der Abbildung

n n
fiKn—>Km, f(a:): Zaljxj,...,Zamjxj
=1 i=1

entspricht.

Bei K™*! (Spaltenvektoren) [und K™*! (Zeilenvektoren)] handelt es sich um zu K™ isomor-
phe K-Vektorrdume. Die Matrixschreibweise ist so praktisch, dass wir in Zukunft K" mit
K™ (und K™ mit K™*1!) identifizieren, d.h. Vektoren aus K" (bzw. K™) normalerweise
als Spaltenvektoren schreiben.

2.7 Definition (Kroneckersymbol, Einheitsmatrix, Einheitsvektoren)

Sei K ein Korper, n € IN.

(a) &; = { L fiir 4 ~ 7 heift Kroneckersymbol.

0 fiir 7 # j
1 0
(b) E, = = (0j5) i=1,... € K™*™ heifit Einheitsmatrix (iiber K).
j=1,..., n
0 1 ’
0
(c) Die j-te Spalte von E, e; := | 1 | € K™ wird als j-ter Einheitsvektor von K"
0
bezeichnet.

Bemerkung: ej = (6ij)i=1,...n-
2.8 Definition und Satz (Darstellung linearer Abbildungen durch Matrizen)
Sei K ein Korper, m,n € IN. Dann gilt:
(a) Zu jeder Abbildung f : K™ — K™ existiert genau eine Matrix A € K™*™, so dass
flx)=A-z (zeK").
alj
Insbesondere gilt a;; = fi(e;) (i=1,...,m, j=1,...,n) und a; = : = f(ej).

amj
A heifit darstellende Matrix von f.



(b) Fiir jedes A € K™*" ist die Abbildung f: K™ — K™, f(x) = A-x linear.

Merke: Die Spalten der darstellenden Matrix sind die Bilder der Einheitsvektoren.

Beweis:
ai; fi(ej)
(a) Wir definieren a;; := f;(e;) und erhalten a; = : = : = f(e;). We-
Amyj fm(ej)
. T 0 0 0
! 0 xT9 : 0 1
R IR el P e B e I e IR L h A
o 0 0 n 0 0
0
. n n f i n n
. mear
etz | = Zajj-ej folgt f(x) = f Z:L"j-ej = Za:j~f(ej) = Zl‘j-aj,
0 j=1 j=1 j=1 j=1
1
Z”: .
ai;xj
fl(.%') n n aij n 15T j=1 !
daher : = ij-aj = ij- : = Z : = : ,
fm (@) 5=l =1 Amyj O\ AmjTj i Umjxj

J

Il
—

dh. f(z)=A-z und fi(x)= Zaijxj = (Ax); (©)
j=1
(b) Bereits bewiesen.

2.9 Folgerung

Sei K ein Korper, seien f : K — K™ und g : K" — K" lineare Abbildungen mit den
darstellenden Matrizen A € K™ " und B € K"*". Dann ist C := A- B € K™*" die
darstellende Matrix fiir die lineare Abbildung fog: K™ — K™,

Beweis: )
f o g ist linear (evtl. Ubungsaufgabe)
(fog)er) = flg(er)) = f(B-ex) = A-(B-ex)
Sei C' die darstellende Matrix von f o g. Dann
(Az)q;:f: a;jz; Mit z=B-¢y,

cik = (fog)iler) © (A-(B-ep)) - ;%‘ (B kk)j = ;az‘jbjk =

b;

j=1 n



2.10 Rechenregeln fiir Matrizen
Sei K ein Korper.
(a) Ae K™*" Be K™ Ce K™
=A-(B-C)=(A-B)-C

(b) A € Kmxn
—~E, - A=A=A-E,

(c) Ae Km*n B .C e K"
= A-(B+C)=A-B+A-C

(d) A,B e K™ C e K"
= (A+B)-C=A-C+B-C

(e) N\e K, Ae K™*" Be K™
=X (A-B)=(A-A)-B=A-(\-B)

Beweis:
(a) Betrachte h: K* — K", g: K" — K", f: K™ — K™ mit den darstellenden Matrizen
A, B,C. Wegen
(Fog)oh ™= fo(goh)

und Folgerung 2.9 folgt
(A-B)-C=A-(B-QC).

(b) (Em A=Y 06 ap=agp=Au (i=1,...,m;k=1..n)

= ~—
1 fiir i=j
0 sonst
=Fk, - A=A.

Analog A-FE, = A .
(¢)-(d) Ubung, Tutorium.
(e) Klar.

Bemerkung:
Die quadratischen Matrizen K"™*" bilden wegen (b)-(d) mit der Matrizenaddition und der

Matrizenmultiplikation einen Ring mit E,, als Einselement.
Dieser Ring ist fiir n > 2 weder kommutativ noch nullteilerfrei.

o)
() (
()

Nullmatrlx



2.11 Definition (transponierte Matrix)

Beispiel:
1 2 3 L4
A= eR¥, AT=( 2 5 | e R*?
4 5 6
3 6
5 2x1 T 1x2
b—<2>elRX,b—(5 2 ) e R

2.12 Rechenregeln (fiir transponierte Matrizen)

Sei K ein Korper. Dann gilt
a) Ae K™ = (ATYT = A

(a)

(b) A,Be K™" = (A+ B)T = AT + BT
() Ne K, Ac K™" = (A-A)T =x. AT
)

(d) Ac K™ Be K™ = (A-B)T =BT . AT

Beweis:
(a)-(c) Klar.
(d) A-Be KmxXr (A-B)TEKTXW'
(A B = (A Bl = 3 Ak - Bji = > (AT (BD)ij = S (BT)ij - (AT =
J=1~~

J=1N—~— S~ j=1
[£2’%] bji eK eK

(BT - ATy (i=1,...,m k=1,...,m)

2.13 Definition und Lemma (inverse Matrix)

Sei K ein Kérper. A € K™ " heifit invertierbar, wenn A’ € K™*" existiert mit
A-A=A-A=E,.
A’ ist eindeutig bestimmt und heifit inverse Matrix zu A (Bezeichung: A™1).

Beweis:

1. Wir betrachten GL(n, K) := {A € K™ : A invertierbar}.
Zeige: GL(n, K) ist Gruppe bzgl. der Matrixmultiplikation (”general linear group”)

i. ABeGL(n,K)= A-BeGL(n,K).
Denn: A-A'=A"-A=E,
B-B=B"-B=E,
= B .A.A-B=B'E,B=BB=E,
——

EKTLXn
Analog: A-B-B'-A'=FE,

10



ii. Assoziativitit des Matrixprodukts: 2.10a
iii. F, neutrales Element: 2.10b

iv. A’ ist inverses Element zu A:
Noch zu beweisen: A" € GL(n, K)
Folgt sofort aus A’ A =A-A'=E,
<~
EK”LXTL

2. Aus der eindeutigen Bestimmtheit des Elements in GL(n, K) ergibt sich A~! = A’

2.14 Rechenregeln (fiir inverse Matrizen)

Sei K ein Korper.
(a) A, B € K™ invertierbar = A - B invertierbar, (4- B)~! = B~1. A~!
(b) A € K™™ invertierbar = A~! invertierbar, (A=1)~1 = A

(c) A € K™ invertierbar = AT invertierbar, (AT)~! = (A=HT

Beweis:
(a) A,Be€ GL(n,K), GL(n,K) Gruppe Lemng 1.6 (A-B)y"t=pB"1. 471
(b) Analog mit Lemma 1.6b.

() A-A T =A1 A=F, Y AT AT AT . (AT = El = E,
= AT € GL(n, K), (AT)"1 = (A~ H)T

2.15 Elementarmatrizen und elementare Zeilen/Spaltenumformungen
Sei

i-te Spalte
l

1 0
Si(A) == A — i-te Zeile (A € K\ {0})

0 1

j-te Spalte

1

i RIS «— i-te Zeile o
Qi) == | (e K, i)

0 1

11



j-te Spalte

l
1
0 1 — i-te Zeile
P = (i # )
1 0
1
a®
Wirkung auf A € K™*" = e =(ay...an):
a(m)
Zeilenumformungen:
El. Matrix Inverse Matrizenmultiplikation element. Zeilenumformung
a®
Si(A) € K™ ™ Si(3)  Si(A)-A=] Xa® Multipl. der i-ten Zeile mit X
am)
a®
QI(\) e K™ ™ Ql(=)\) QN -A=]| a® 4+ raW) Addition des M-fachen der j-
: ten Zeile zur i-ten Zeile
am)
a®
a9
Pij e gmxm Pij Pl-j A= : Vertauschung der i-ten und
a® der j-ten Zeile
)
Spaltenumformungen:
El. Matrix Inverse Matrizenmultiplikation element. Spaltenumformung
Si(A) € K™ Si(3) A+ 5i() Multiplikation der i-ten Spal-
= (a1, A, ..., ap) :
te mit A
. . Y
QI(\) € K™ QI(=) il @A) s Addition des A-fachen der i-
= (a1, ai+ Aaj, . an) ten Spalte zur j-ten Spalte
, . i
P! e K™ P} A Vertauschung der i-ten und
:(ala"'7aj7 , i, 7an)

12

der j-ten Spalte

Kiirzel

EZU 1

EZU II

EZU II1

Kiirzel

ESU I

ESU II

ESU III



j—te Spalte

Wir rechnen exemplarisch ESU II nach: Q;; = E,, + X - (0, ..., e ,...,0)
; j—te Spalt
A QN =A-(E,+X-(0,...,7 ™, ...0)
j—te Spalt
:(al,---,aj,.--,an)+)\’(07...,j teaipa e,...,O):(al,...,aj+)\ai7...,an)
——
j—te Spalte

ntsprechend bewirkt j ie ition des A-fachen der j-ten Spalte von . J zZur
E hend bewirkt Q%(\) die Addition des A-fachen der j Spal AT Qi (X

i-ten Spalte von A. Hieraus folgt durch Transposition, dass Q;()\)T = Q{ (M) von links mit A
multipliziert, die Addition des A-fachen der j-ten Zeile zur i-ten Zeile bewirkt.)

QI - Q1w = Q1A + ), also QI(N) - Q1(=A) = En = QI(=A) - Q1(\), somit QI(\)~! =
Q7 (=)
2.16 Lemma

Sei K ein Korper, A € K™*™ a1 # 0. Dann gilt:

(a) Es existiert G € K™ ™ invertierbar und A € K(™m~1x("=1) 5o dass

aip a2 ... Qin

(b) AuBlerdem existiert G € K™*™ und H € K™*", beide invertierbar, und A e Km=1x(n-1)

so dass
1 0 0
0
A=G- ) . H
: A
0
Beweis:

(a) Zeilenumformungen vom Typ II liefern das Resultat:
G = Q%) Qo () - Q)
[Die Anwendung von Q}(—21) auf A bewirkt die Annullierung von a;;.]

all
G ist wohl definiert und invertierbar, da jede einzelne Elementarmatrix invertierbar ist.

(b) Wende Spaltenumformungen vom Typ IT und Typ I an
H=[QH-2)- Qi) .- Qi(-2) - SG) 17
———

Skalierung auf 1

2.17 Satz (Aquivalenznormalform)

Sei K ein Korper, A € K™*", Dann gibt es G € K™*™ und H € K™*", beide invertierbar,
und 7 € {0,...,min(m,n)}, so dass

E. 0 )
A—G-(O 0>-H }mZeﬂen

N———
n Spalten

13



Bemerkung: Wir lassen explizit die Félle r = 0, » = m und r = n zu, was zum Verschwinden
von E, bzw. der Nullzeilen oder Nullspalten fiihrt.

Beweisskizze:
1.F.: A=0:1Indiesem Fall gilt r =0 und A= FE,,, -0 - E,,.
2F: A#0:

2.1: a11 # 0: Wende Lemma 2.16b an.

2.2: a;1 = 0 : Wegen A # 0 existiert mindestens ein Matrixelement a;; # 0. Mit
elementaren Zeilen- und Spaltenvertauschungen (vom Typ IIT) erhilt man, dass in

10 ... 0
A':=P!-A-P} A} #0gilt. Nach Lemma 2.16b A’ = G- | . i -H',
0
(PH~t=p! 10 ...0
! 0
also A = PG| . R CH' . pl
: A !
0

Insgesamt: A # 0 = 3G € K™ ™ invertierbar, H € K™*" invertierbar, A € K(m-1)x(n-1)

1 0 0
. 0 R
A=G- ) R H
: A
0

Das Verfahren ldsst sich fortsetzen, wenn A # 0. Es bricht ab, wenn A = 0. Wiederholte
Anwendung liefert die Behauptung.

2.18 Satz

Sei K ein Korper, f : K™ — K™ eine lineare Abbildung und A € K™*™ ihre darstellende
Matrix. Dann gilt:

f bijektiv. & m =n A A invertierbar

Beweis:

"< Sei A € K™*™ invertierbar. Dann besitzt f: K™ — K", f(z) = A -z die Umkehrabbil-
dung f~': K" — K", f(x) = A~! .z, also ist f bijektiv nach Definition und Satz 0.30.
[ [ (f@)=A" Az=2 (z€K)
ff @) =A4-A" z=2 (zeK") ]

"= Sei f: K™ — K™ bijektiv, A € K™*" darstellende Matrix von f. Nach Satz 2.17 gilt

B, 0
o (B V)
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mit G € K™ und H € K™*" invertierbar. Somit sind die linearen Abbildungen
g: K™ — K", g(z) = G-z und h : K" — K", h(z) = Hzx jeweils bijektiv und
f:K"— K™ f=g'ofoh ! ebenfalls bijektiv. f besitzt die darstellende Matrix

( E. 0 ) Wegen f bijektiv kann diese Matrix keine Nullzeile und keine Nullspalte

0 O
beinhalten.

Denn: Ist die j-te Spalte eine Nullspalte, so folgt f(ej) =0= f(O), d.h. f ist nicht

injektiv.

Ist die i-te Zeile eine Nullzeile, so folgt fi(x) = 0 (x € K™), d.h. e; ¢ f(K™), also

f(K™) # K™, somit f micht surjektiv.

Daher folgt r=m =nund A=G- FE, - H= G- H. Wegen G, H invertierbar ist auch

A invertierbar.

2.19 Satz

Sei K ein Korper, f: K™ — K" eine lineare Abbildung. Dann sind dquivalent:
(a) f ist bijektiv,
(b) f ist injektiv,

(c¢) f ist surjektiv.

Beweis:

Wir benutzen die Abbildung f : K™ — K™ aus dem Beweis zu 2.18. Wegen f = g *o foh™!

und g, h bijektiv gilt:
f injektiv & f injektiv,
f surjektiv < f surjektiv.
Wir zeigen: f injektiv = f bijektiv
f injektiv. = = ( Er 0 ) enthilt keine Nullspalte (vgl. Beweis zu 2.18)

0 O
msn ( LS”" 8 ) enthélt keine Nullzeile

= FE, ist darstellende Matrix von f = f bijektiv.
Analog zeigt man: f surjektiv = f bijektiv.

2.20 Corollar
Sei K ein Korper, A € K™*". Dann sind dquivalent:

(a) A ist invertierbar.

(b) Av =0 =2 =0 (x € K"), d.h. die homogene Gleichung Az = 0 besitzt nur die

triviale Losung [d.h. z = 0].

(¢) Vbe K"Jz € K" : Ax = b, d.h. das lineare Gleichungssytem besitzt fiir jede rechte

Seite mindestens eine Losung.

(d) Vbe K"31z € K" : Az = b, d.h. das lineare Gleichungssytem besitzt fiir jede rechte

Seite genau eine Losung.
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Bemerkung: Corollar 2.20 enthélt die Fredholmsche Alternative: Entweder besitzt die homo-
gene Gleichung Ax = 0 eine nichttriviale Losung oder die Gleichung Az = b ist fiir jede rechte
Seite eindeutig losbar.

Beweis:
Betrachte f : K" — K", f(x) = Az

(d)e(a): (d) & f bijektiv 2 A invertierbar

o

(d)(b): (d) & f bijektiv 2 f injektiv

©

Az=0

——
Zeige: f injektiv & (Vz € K" : f(z) =0= 2 =0)
"=": f injektiv, dann insbesondere f(z) = f(0) = 2 =0
Vor

" fla) = @) T B

(d)<(c): (d) « f bijektiv 2 ¢ surjektiv < (c)

fe—2)=0=z—2' =0 z=2'

2.21 Folgerung

Sei K ein Korper. A € K™*™ ist bereits dann invertierbar, wenn ein B € K™*™ existiert, so
dass A- B = E, oder B-A = E,. In diesem Fall gilt B = A~L.

Beweis:

A B=E,=VbeR": (A -B) - b=b=VbeR": A-(B-b)=b "L 4 invertierbar.
Somit: A-B=F, = B=A""1.

B-A=F,.Sei Ar =0. Danmnx=FE,xr=B- Ar = B-0=0. 2'20(2:(@ A invertierbar.

0
Also: B-A=E, = B=A"!

Wir wollen jetzt zeigen, dass sich invertierbare Matrizen allein durch elementare Zeilenum-
formungen in die Einheitsmatrix transformieren lassen.

1. Phase: Transformation in eine rechte Dreiecksmatrix

2. Phase: Transformation in die Einheitsmatrix

2.22 Definition (Dreiecksmatrix)

Sei K ein Korper.
R € K™ " heifit rechte oder obere Dreiecksmatrix, wenn r;; =0 fiir 1 < j <7 < n.
L € K™*™ heiit linke oder untere Dreiecksmatrix, wenn /;; = 0 fiir 1 <7 < j < n.

2.23 Satz (Transformation auf Dreiecksform)

Sei K ein Korper. Jede invertierbare Matrix A € K™*™ kann durch elementare Zeilenumfor-
mungen von Typ IT und IIT auf obere Dreiecksform gebracht werden. Alle Diagonalelemente
der Dreiecksmatrix sind # 0.

Beweis: Gaulsches Eliminationsverfahren.
Vollstandige Induktion nach n:
n=1: A€ K™ invertierbar < aj; # 0. Also ist A Dreiecksmatrix mit Diagonale # 0.
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Die Behauptung sei fiir n bewiesen (Induktionsannahme).
Betrachte A € K +1)x(n+1),

= al:=
al® ——
oV : | BZU 1T mehrfach [ %0 42 - din
e . EZU III_o)der E, 1) wie in Lemma 1.16a -
— : a = : A
(n+1) )
a : 0
(1)

Eine EZU III ist nur erforderlich, wenn a1; = 0. Sie ist moglich, weil die 1. Spalte keine
Nullspalte ist (Andernfalls wére Ae; = 0, d.h. A nicht injektiv)

Nach Induktionsvoraussetzung kann A durch elementare Zeilenumformungen vom Typ IT und
IIT auf obere Dreiecksform mit nicht verschwindenden Diagonalelementen gebracht werden,
falls A invertierbar ist.

Zeige: Az = 0= # = 0. (Dann A invertierbar nach Corollar 2.20.)

Wihle 71 so, dass a - 21 +a’ & = 0 [moglich, weil o # 0]

e (2% ) (%)= (). aw (%) =(2): vaseo

0 A

invertierbar, da durch
Anwendung von EZUs
auf invertierbares A
entstanden

2.24 Lemma

Sei K ein Korper, R € K™*™ eine obere Dreiecksmatrix, bei der alle Diagonalelemente # 0
sind. Dann kann R durch elementare Zeilenumformungen vom Typ I und II in die Einheits-
matrix transformiert werden.

Beweis:
1 ... Tin mehrfache [/ rq; 0 1 0
EZU 11 ) EZU 1
- .. = usw.
0 Tnn Tnn 1

2.25 Berechnung von A~!

Falls A € K™ durch elementare Zeilenumformungen in E,, transformiert wird, dann wird
E,, durch dieselben Zeilenumformungen in A~! transformiert:

APV — g, B 4
Beweis: C -A=E, 2':2>1 C=A"1'<C-E,=A4""
~—
Prod.von
El.matr.
Beispiel:

2 1]1 0 2 1] 1 0 2 0] 3 -1 1 0] 3 -4
— — —
4 310 1 0 1[-2 1 0 1|-2 1 0 1]-2 1
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2.26 Berechnung der Losung von Ax = b (A € K™ "™ invertierbar)

Schema: 1. Schritt: A 2% R
b oy
2. Schritt: 16se Rx = b’ durch Riickwirtseinsetzen, d.h. zuerst n-te Gleichung lésen,
mit dem Ergebnis die (n — 1)-te Gleichung usw.

Bemerkung:

Das Riickwértseinsetzen ist dquivalent zur Anwendung der EZUs aus dem Beweis von Lemma

2.24 auf t/ in gedinderter Reihenfolge: Zuerst wird jeweils das Diagonalelement auf 1 skaliert

und dann die dariiberliegende Spalte annulliert.

p B2Us LI E,
EZUs LI

Vo T—"

/
L R bl 11 ... T1n b/1
r . : :
Denn: 22 N 3
’ / Tn—1n—1 Tn—
Tn—1n bnfl n—1ln—1 n—1n 1?_1
/ n «— I
Tnn by, 1 o n
/
11 0 bl_Tlnxn
N D
0b,_,—
Tn—1n-1 n—1 " Tn—1nTn
1|z,
11 e e 0
1 /
L0 Tn1n_1 (bnfl - 7°n—1n$n) — Tp—1 USW.
1|z,
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83 Untervektorriaume, lineare Abhingigkeit, Basen

‘ Untervektorrdume ‘

3.1 Definition (Untervektorraum)

Sei V' ein K-Vektorraum. Eine nicht leere Menge U C V' heifit Untervektorraum von V', wenn
gilt
(a) Yu,velU: ut+velU

(b) VAeK, ueU: AuelU

Bemerkung:
Jeder Untervektorraum ist ein Vektorraum, insbesondere gilt 0 € U.
[ Denn: 2.la: (U, +) ist Untergruppe von V, weil U # ),

u,veUgu—H}EU

ueUg(—l)-ueU:—ueU
~——
—Uu
2.1b-e:  folgt sofort aus U C V]
Beispiele:
1. U = {0} ist Untervektorraum jedes Vektorraums.

2. Sei w € V fest gewdhlt. Dann ist U := {a-w : a € K} ein Untervektorraum von V.
[uwwelU=su=aw, v=03Fw=ut+v=(a+p)welU

ANeK, uelU= Au=A(aw) 2 (\a)weU]
Geometrische Deutung: V = IR?, z.B. w = i

U = {a~< ? ) : «a € IR} Untervektorraum von V. U ist die Gerade durch den

Ursprung, die den Vektor ( ? ) enthalt.

3. Verallgemeinerung: wi, -+, w, € V
U:={agw1+...+apw,: ai,...,ar € K} Untervektorraum von V
1 0
Geometrische Deutung: V=1R3, r =2, wy=[ 0 |, wo=[ 1
0 0
1 0
U:i={a;-| 0 | +az-| 1 |: a1,as € R} Untervektorraum von IR?
0 0
]
={| a2 |: a1,a2 € R} =R? x {0} (wy-Ebene)
0
1 0
Komplizierter: wy = | 1 |, wo=1] 1
1 0
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U= {a1 | 1 |4+a2| 1 |: aj,a2 € R} Untervektorraum von IR3
1 0
1 0
Von den Vektoren 1 und 1 aufgespannte Ebene
1 0

4. V=R%* U := {< il ) € R?: x1 — 2wy = 0} ist Untervektorraum von IR2.
2
Das folgt aus dem nichsten Lemma durch Betrachtung von f : IR? — IR,

(i:)*—nm—l’m, und U = {z € R?: f(x) = 0}.

Wegen z1 — 2z = 0, d.h. 25 = £ handelt es sich um dieselbe Gerade wie in 2.
2

3.2 Definition und Lemma

Seien V, W K-Vektorrdume und f : V — W eine lineare Abbildung. Dann gilt:

(a) Kern f:={veV: f(v) =0} ist Untervektorraum von V'
(Sprechweise: Kern von f)

(b) Bild f := f(V) ist ein Untervektorraum von W
(Sprechweise: Bild von f)

Beweis:

(a) Kern f # 0 wegen f(0) =0und 0 € V
ur,ug € Kern f = f(u1) =0A f(uz) =0=
f linear
fur + ug) = flur) + fug) =04+0=0= uj; +uz € Kern f
AU

e K, ueKenf= f(Au)=A:f(u)=0= X -u € Kern f
0

(b) wi,wy € Bild f = wy = f(v1), wy = f(v2) (v1,v2 € V geeignet)

f linear
= wi+wy = f(n)+ f(v2) = floa+vy)€Bildf
9%
f linear
ANe K, weBildf=w=f(v) (vgeeignet) = X-w=A-f(v) = f(A-v)eBidf
2%

Bemerkung: Sei A € K™*™, Die Losungsmenge der homogenen Gleichung Az = 0
{z € K" : Az = 0} bildet einen Untervektorraum von K.
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3.3 Lemma

Sei V ein K-Vektorraum.

(a) Sei (U;)ier eine nicht leere Familie von Untervektorrdumen von V.
Dann ist () U; ein Untervektorraum von V.
el
(b) Seien Uy, ..., U, Untervektorrdume von V.
Dannist Uy + Uz + ...+ Uy :={ur +ug+ -+ u, : ug € Uy,...,u, € U,} ein
Untervektorraum von V.

Bemerkung:
Es sind zwar U; N Uz, Uy + Uy Untervektorrdume von V', im allgemeinen aber nicht Uy U Us.

Uy := {< 1 > : a € R} und Uy := {( _11 > : a € R} sind Untervektorriume von IR2,

<1)’(—11>EU1UU2’aber<1>+<_11>=<§>¢U1UU2].

Beweis:
. U; UVR .
(@) wuve NUi=muwvel; (tel) = u+tvel; (iecl)=u+ve U
iel iel
ANeK, ue MU= eK, uel; (z'eI)UigR)\-ueUi (tel)=X-ue NU
el iel

b) u,velUi+...+U,=u=u1+...4+ U, v=v1+...+v, mit u;,v; €U; (1 =1,...,7)
sut+v=(u+v)+...+w+v.)eU+...+ U,
AeK veU+...4U. = -ueU; +...+ U, analog

‘Basis, Erzeugendensystem, lineare Unabhé’mgigkeit‘

Sei V ein K-Untervektorraum, by,...,b, € V (fest).
Fragestellungen:

1. Gibt es fiir jedes v € V' genau ein r-Tupel (A1,...,\,) € K", so dass
v=MA-by+ ...+ A-b7 ~>by...,b. Basis

2. Gibt es fiir jedes v € V' mindestens ein r-Tupel (A1,...,\,) € K", so dass
v=A1b1+ ...+ Ab.7  ~by..., b Erzeugendensystem

3. Gibt es fiir jedes v € V' héchstens ein r-Tupel (A1,...,\,) € K", so dass
v=A1b1+ ...+ A-b.7  ~»by..., b, linear unabhéingig

Beispiele: V = IR?

1 0 0
Loy=[0],b=(11],05=10
0 0 1

1 1 0 0

Tr = xTo :>\1' 0 +)\2' 1 +)\3' 0

T3 0 0 1

Al =21, A2 = X2, A3 = x3 eindeutig bestimmt  ~- by, b, b3 Basis von R?
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1 0 0 1
2.00=1 0 |,bo=1| 1 ],b35=| 0 ],b4=1|1
0 0 1 1
Il 1 0 0 1
T = ) =\ 0 4+ Ag - 1 + Ag - 0 + A4 - 1
x3 0 0 1 1
Fir p € R setze A\ ;=21 +p, Ao:=x2+p, Ag:=x3+pu, \g:=—p
~s b1, ...,bs Erzeugendensystem von IR3
1 0
3.01=1 0 |,b=1(1
0 0
I 1 0
xr = i) = )\1 0 + )\2 : 1 (*)
T3 0 0

<:>)\1::C1, )\2:.%‘2, x3:0

A1, A2 sind eindeutig bestimmt [allerdings ist nicht jedes 2 € IR? durch (x) darstellbar]
~+ b1, ba linear unabhéngig

3.4 Definition (Linearkombination, Erzeugendensystem, endlich erzeugter Vektorraum)

Sei V ein K-Vektorraum, » € IN, by,...,b. € V.

(a) span(by,...,b.) :={>_  Ni-bi: A1,...,\, € K}
i=1

“Menge der Linearkombinationen der b1, ..., 0"
(b) b1,...,b, Erzeugendensystem von V' :& span(by,...,b.) =V

(c) V heifit endlich erzeugt, wenn es ein Erzeugendensystem von V' gibt.

Bemerkung: Offensichtlich gilt:
(b1,...,b,) Erzeugendensystem von V. < Vo eV IA,... ., N € K: v=> N\-l
i=1

(D.h. fiir jedes v € V gibt es mindestens ein A = (A1,...,A,) € K" mit v = ) \;j-b;)
=1

3.5 Lemma
Sei V ein K-Vektorraum, by,...,b, € V. Dann ist span(by,...,b,) der kleinste Untervektor-

raum von V, der by, ..., b, enthélt, d.h. fiir jeden Untervektorraum U von V mit by,...,b. € U
gilt span(by,...,b,) C U.

Beweis:

by, by e P UVERELD)

Abi+. . AN €U (M,...,\ € K) = span(by,...,b,) C U.
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3.6 Definition (lineare Unabhéngigkeit)
Sei V ein K-Vektorraum, r € IN, by,...,b, € V,v e V.

(a) b1,...,0by linear unabhingig <= VA,...,\ € K : (Z Airbi=0= )\ :...:/\T:0>
i=1

(b) b1,...,b, linear abhéngig :< by,...,b, nicht linear unabhéngig

(c) v linear abhéngig von by,...,b, & v € span(by,...,b,)
Bemerkung:
b1,...,b, linear unabhéingig < VA, ue€ K": (é i b= A= (i=1,. ))
(D.h. fiir jedes v € V' gibt es hochstens ein A = (_)\1, e )_ mit v = il)\zbz)
Denn: )
"< =0 = =0.
”:>”f:l)\i-bi:ilm-bi@i()\i—ui)- 0N —w=06=1,...,r)

SXNi=u (i=1,...,

<

3.7 Lemma

Sei V' ein K-Vektorraum.
(a) Sei b € V. Dann gilt: b linear abhingig < b = 0.

(b) Seir >2und by,...,b. € V. Dann gilt:
bi,...,b, linear abhéngig < Jke{l,...,7}: by €span(by,...,bg_1,bps1,-..,0br).

(¢c) Seir>1und by,...,b4; € V. Dann gilt:

br41 linear abhéngig von by,...,b, < span(by,...,b,11) =span(by,...,b,).
Beweis: .
Vorbem.: by, ..., b, linear abhéingig < I\, - A, € K,ke{l,...,r}: > ANbi=0A XN #0
i=1
(a) " <”: b linear abhiingig 25" IN € K,A#0: Ab=0 —> b=1.(A-b)=0
=0

Vorbem

"="hb=0 = 1-b=0 A 1#0 = b linear abhingig

(b) " <": by,...,b, linear abhéingig Vorbem A by + Z N b =0
~—
#0 z;ék
= bp = > (—3%) - b € span(bu, ., b1, k11, -, by)

=1
i#£k



" =" by € span(by, ..., bg_1,bks1,---,0r)
r
= b= > Ni-bi (A1, Ae—1, Agt1, -5 A € K geeignet)
=
Api=—1 . e .
> Aibi=0 = by,...,b, linear abhingig.
i=1

(¢) byy1 linear abhingig von by,...,b, <= b,y1 € span(by,...,b,)
<= span(by,...,by41) =span(by,...,b;)
"< by € span(by, ..., brgq) = span(by, ..., by).

"= by =0 picbi (..., e € K geeignet)
i=1
Zeige: span(by,...,by+1) = span(by,...,by)

" D" klar
r+1 7"
" wve span(bl, ce ,br+1) = v = Z Airb; = Z Airbi + Arg1-by =
i=1 i=1
T T T
Xivbi + Aeg1 - Y by = D0 (N + Aegpq) b € span(by, ..., bry1)
i=1 i=1 =1 ~————
7 7 7 EK
3.8 Definition (Basis)
Sei V ein K-Vektorraum, by,...,b, € V.
b1, ..., b, heiflt Basis von V| wenn b1, ..., b, ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem von

V ist.
Fiir den Vektorraum {0} wird die leere Aufzihlung (oder leere Menge) ) als Basis festgelegt.

Bemerkung:
bi,...,by Basisvon V& VYo eV 31 (A,...,\) € K" v=> \i-b;
i=1

(3
s

(D.h. fiir jedes v € V gibt es genau ein A = (A1,...,\) € K" mit v = > \;-b;.)
i=1

Das folgt sofort aus den Bemerkungen zu Definition 3.4 und 3.6.

3.9 Basisauswahlsatz

Sei V' # {0} ein endlich erzeugter Vektorraum und by, ..., b, ein Erzeugendensystem von V.
Dann gibt es n € IN mit n < r, so dass (nach geeigneter Umnummerierung) by, ..., b, eine
Basis von V bildet.

[Knapp ausgedriickt: Durch Weglassen passender Vektoren (evtl. keiner) aus einem Erzeugen-
densystem erhélt man eine Basis.|

Beweis: Sei by, . .., b, ein Erzeugendensystem von V # {0}.

O.E.d.A.: by,...,b. # 0 (Durch Weglassen der Nullvektoren dndert sich nichts am Wert einer
Linearkombination fiir Nichtnullvektoren. Es kénnen auch nicht alle b; = 0 sein, weil sonst
V = span(by,...,b,) = {0} folgen wiirde.)

1. Fall: by,...,b, linear unabhingig. Dann ist by, ...,b, Basis von V.
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2. Fall: by,...,b, linear abhingig.
Wegen by # 0,...,b, # 0 ist r > 2. (Andernfalls wére b; linear abhiingig, also nach
Lemma 3.7a by = 0.)
Nach Lemma 3.7b gibt es ein k, so dass by linear abhéngig von by,...,bg_1,bk1+1,...,br
ist. Wir benennen b, in b, und b, in by um. Mit der neuen Bezeichnung ist b, linear
abhéngig von b1, ...,b,_;. Nach Lemma 3.7c folgt span(by,...,b,—1) = span(by, ..., b;),

also ist b1,...,b,_1 ein Erzeugendensystem von V.

Wir wiederholen diesen Schluss so lange, bis wir zu einem Erzeugendensystem by, ..., b,
gelangt sind, das linear unabhéngig ist. Das ist wegen b; # 0 (i = 1,...,r) und Lemma
3.7a spétestens der Fall, wenn n = 1. by,...,b, ist dann die gesuchte Basis.

3.10 Austauschlemma

n

Sei V' ein K-Vektorraum mit einer Basis by, ...,b,. Sei v = > Aj-b; mit A\1,..., A\, € K.
i=1

Fiir jedes k mit A\p # 0 ist b1,...,bk_1,v,bg11,- .., b, eine Basis von V.

Beweis: O.Ed.A. k=n . )
Wegen A, # 0 folgt b, = % . (v -3 Ai-bi) = % R (—))\‘—ZL) - b (%)
i=1 ‘

1. Zeige: by, ...,by_1,v Erzeugendensystem von V.
Aus (x) folgt b, € span(by,...,b,—1,v). Somit gilt by,...,b, € span(bi,...,byp_1,v),
also nach Lemma 3.5 span(by,...,b,) C span(by,...,by—1,0).
—_——

1%
Daher: V = span(by,...,b,—1,v).

2. Zeige: by, ...,b,—_1,v linear unabhéngig.

n—1 n—1 n

> Hitbi+ v =0 = > pi-bi+pn-d> Airhi =0

i=1 i=1 i=1
n-l b; Lu. .

= > (i + i) - bi + pinAn by =0 iy Wi+ ppAi =0 (1=0,...,n—1), ppAp, =0
i=1

An#0

= =0, 4; =0 (i =0,...,n—1).

3.11 Basisergéinzungssatz

Sei V ein K-Vektorraum mit einer Basis bq,...,b,. Aulerdem seien aq,...,a, € V linear
unabhéngig mit r < n.

Dann gibt es ay41,...,a, € {b1,...,by}, so dass ay,...,a, Basis von V ist.

[ Knapp ausgedriickt: linear unabhéngige Vektoren ay, ..., a, lassen sich durch passende Vek-

toren aus einer vorhandenen Basis zu einer Basis ergéinzen.|

Bemerkung: Im Fall r = n besagt der Satz, dass a1, ..., a, Basis ist. Es ist iiblich, diesen Fall
einzuschlieffen, obwohl zu aq, ..., a, keine weiteren Basisvektoren hinzukommen.
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Bewezis:

Idee: Jedesay,...,a, ist Linearkombination von by, . .., b,. Man tauscht nacheinander a1, ..., a,
gegen passende b; aus.
Problem: Dadurch dndert sich die Basis und man muss sicherstellen, dass ein neu hinzu-
kommendes a; nur gegen ein b;, aber nicht gegen ein bereits vorhandenes a; ausgetauscht
wird.

Wir betrachten die folgende Aussage fiir 1 < r < n:

A(r) & Zu a,...,a, € V linear unabhingig gibt es (nach geeigneter Umnummerierung)
br41,...,bn, so dass ay,...,ar,bry1,...,b, Basis von V ist.
Induktionsbeweis:

n
A(1) : Wegen by, ...,b, Basis gilt a; = > \;i-b;. Mindestens ein Ay ist # 0, sonst wire a; = 0,
i=1
also aj linear abhéngig. Nach der Umnummerierung b; < by gilt Ay # 0. Aus dem
Austauschlemma 3.10 folgt, dass aq, b, ..., b, Basis von V ist.

Alr) = A(r+1) 1<r<n):
Seien aj,...,a,4+1 linear unabhingig. Dann sind auch ay,...,a, linear unabhingig,
also nach Induktionsannahme a1, ..., a,,by41,...,b, Basis (nach geeigneter Umnum-
merierung der b;).
T n
Daher: a,11 = > Ai-bi+ > Xi-bi (A1,..., A\, € K geeignet)
i=1

i=r+1
Ar41 = ... = A, = 0 kann nicht eintreten, sonst wére a,;; linear abhingig von

ALy ooy Qp.
Nach dem Austauschlemma kann ein by (r +1 < k < n) gegen a,4; ausgetauscht
werden. Durch Umnummerierung b,41 < by folgt die Behauptung.

3.12 Folgerung

Sei V ein K-Vektorraum, by, ..., b, eine Basis von V und ay,...,a, € V linear unabhéngig.
Dann gilt r» < n.

Beweis:

Sei r > n. Da ay,...,a, linear unabhéngig sind und r > n vorliegt, sind auch ay,...,a, und

ai,...,an+1 linear unabhingig. Nach dem Basisergdnzungssatz ist aq, ..., a, eine Basis, also
n

gilt any1 = >, Ai-a;. Damit folgt a,41 linear abhéngig von ay,...,a, im Widerspruch zu
i=1

ai,...,0n41 linear unabhingig.

3.13 Satz und Definition (Dimension eines Vektorraums)

Jeder endlich erzeugte K-Vektorraum V besitzt eine Basis. Alle Basen von V enthalten die
gleiche Anzahl von Vektoren, diese Zahl € INy wird als Dimension von V' bezeichnet. (Schreib-
weise: dim V).

Endlich erzeugte Vektorrdume werden endlich dimensional genannt.

Ist V' nicht endlich erzeugt, so setzt man dimV := oo.

Bemerkung: dim {0} =0, dim K™ = n (weil ey, ..., e, Basis von K")
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Bewezis:

1. Fall: V' = {0}. Eine Basis von V ist die leere Aufzihlung (oder Menge). Wegen 0 € V
linear abhéingig, kann eine Basis von V keine Vektoren enthalten.

2. Fall: V' # {0}. Da V endlich erzeugt ist, existiert nach dem Basisauswahlsatz 3.9 eine Basis

von V.
Seien by,...,b, und b),...,b, zwei Basen von V. Nach 3.12 folgt n < m und m < n,
also m = n.

3.14 Folgerung
Sei V ein K-Vektorraum mit n = dimV € IN, by,...,b, € V. Dann sind dquivalent:

(a) by,...,b, Basis,

(b) b1,...,b, linear unabhingig,

(¢c) by,...,b, Erzeugendensystem.
Beweis: (a) = (b),(c) Klar.
(b) = (a) Basisergénzungssatz mit r = n.
(¢c) = (a) Basisauswahlsatz und Satz 3.13.
3.15 Lemma

Seien V, W K-Vektorrdume, f : V — W linear. Dann gilt:

f injektiv <= Kern f = {0} .

Beweis: i _—
"=" veKenf s f(v)=0 7 e f(v) = f(0) Ty, — g

"t fw) = fw) S fo—w) =0 v-weKenf EEY y _w—0ev=uw

3.16 Lemma

Seien V, W K-Vektorrdaume, f :V — W linear, by, ...,b, Basis von V. Dann gilt:
(a) finjektiv < f(b1),..., f(by) linear unabhéingig (in W) ,
(b) f surjektiv < f(b1),..., f(b,) Erzeugendensystem von W |
(c) f bijektiv < f(b1),..., f(b,) Basis von W .

Beweis: (a),(b) Ubung, Tutorium
(c) folgt sofort aus (a),(b)

3.17 Folgerung (lineare Fortsetzung)

Seien V, W K-Vektorrdume, b1, ...,b, Basis von V, ¢1,...,¢, € W. Dann gibt es genau eine
lineare Abbildung f:V — W mit f(b;) =¢ (i=1,...,n).
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n n
Beweis: Fiir v= > \;-; setze f(v) := > \i-¢;.
=1 =1

e f:V — W ist wegen der eindeutigen Bestimmtheit der A\; wohl definiert.

° f(’l) + w) =f (.il)\i.bi + ‘ilui.bZ) =f (il()\z + Mi)'bz') Def. i()\z +Mi)'ci
= S N+ 3 e = F(v) + f(w) (v,w e V)
i=1 i=1
f(A-v) = A-f(v) analog

e Sei g : V. — W lineare Abbildung mit g(b;) = ¢;. Dann erfiillt die lineare Abbildung
h:=f—g h(b)=0(0G=1,...,n), woraus h(v) = h <Z )\Zwbi) = > Xi-h(b;)) =0
i=1 i=1
folgt, d.h. f(v) =g(v) (ve V).

3.18 Satz
Jeder K-Vektorraum V mit n := dimV € IN ist isomorph zu K".

Beweis:

Sei by,...,b, eine Basis von V.

Betrachte f : K™ — V linear mit f(e;) = b;. (Nach Lemma 3.17 gibt es genau eine derartige
Abbildung).

Da eq,...,e, eine Basis von K™ und by,...,b, Basis von V ist, ist f nach Lemma 3.16¢

bijektiv, also ein Vektorraumisomorphismus zwischen K™ und V.

3.19 Corollar

Seien V, W K-Vektorrdume mit dimV = dim W < ocound f : V — W eine lineare Abbildung.
Dann sind dquivalent:

(a) f ist injektiv,

(b) f ist surjektiv,

(c) f ist bijektiv.
Beweis:

Der Fall dim V' = dim W = 0 ist unmittelbar klar.
Sein:=dimV =dimW € IN. Die Aussage folgt dann sofort aus den Satzen 2.19 und 3.18.

3.20 Dimensionsformel fiir Untervektorrdume

Seien Uy, Uy Untervektorrdume des endlichdimensionalen K-Vektorraums V. Dann gilt:

dim (Ul + UQ) =dimU; + dim Uy — dim (U1 N Uz) .

Beweis:
Wegen V' endlich dimensional, sind auch Uy, Uz, U3 N Uz und U; + Us endlich dimensional.
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Sei by, ...,b, Basis von Uy N Uz (r = 0: leere Basis).

bi,.. b ...,b. Basis von U o
b " f,+1’ i i ' 1 nach Basisergiinzungssatz
bl,... br,brﬂ,...,bs Basis von Uj
Behauptung: bi,... by b, ... 00,00 ..., bf Basis von Uy + Us:
- by, b by, LD DY Erzeugendensystem von Uy + Us klar

- lineare Unabhéingigkeit

Z)\ b + Z N-b)+ Z Nb =0

i=r+1 i=r+1
ug€U1NU2 u €Uy us €Uz
ug + uq € Uy, auBBerdem ug + u1 = —ug € Us =
H T
ug +up € Uy NUy PLyevesbr Bagon tint Ug + Uy = Z ;b
=
Andererseits: up +up = Z Ai-bi + Z ;- bl
i=r+1
b1,eesbr, b 1 5,bs Basis von Uy )
— Xi=pi (i=1,...,r), \i=0 (i=r+1,...,s)
Analog durch Betrachtung von ug+ug: A/ =0 (i=r+1,...,t).
T .
Also Y Aj-by = 0 "1t PRsyon G0y o =
i=1
Somit: dimU; = s, dimUs = ¢, dim (Ul N Ug) =
dim(Uy +Uz) =s+t—r.
3.21 Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen
Seien V., W K-Vektorraume, dimV < oo, f: V — W linear. Dann gilt:
dim Kern f + dim Bild f = dim V'
Beweis: n:=dimV. O.E.d.A.: n € IN.
Sei by,...,b, Basis von Kern f. Ergénze diese zu einer Basis by,...,b, von V.
1. Zeige: f(br41),- .., f(by) ist Basis von Bild f
f(b;
- Erzeugendensystem: f(b1),. .., f(by,) Erzeugendensystem von Bild f )= g

f(brs1, ..., f(by) Erzeugendensystem von Bild f

- lineare Unabhéngigkeit: Z i f(bi) = 0/ hnear ( >N b)
i=r+1 i=r+1

= > XNi-bieKernf

z'r+1

= E YR —Z,uz i (p1s .-,y € K geeignet)
ZT+1

=>Z( b + Z Ai~b;=0

i=r+1
—p;=00G=1,....7), x=0(@G=r+1,...,n)

by,.. ,ana51s vonV
e

2 7T)



2. Somit dim Kern f = r, dim Bild f = n — r = Behauptung.

Bemerkung: Aus der Dimensionsformel 3.21 folgt mit Lemma 3.15 wieder Corollar 3.19.

Rang einer Matrix ‘

3.22 Definition
aD
Sei K ein Kérper, A € K™*" A= (a1,...,a,) = |
a(m)
Spaltenraum(A) := span(ay, ..., an)

Spaltenrang(A) := dim Spaltenraum(A) [Anzahl der linear unabhéingigen Spalten von A]

Zeilenraum(A) := span(aV,...,al™)
Zeilenrang(A) := dim Zellenraum(A) [Anzahl der linear unabhingigen Zeilen von A]
Bemerkungen:

1. Spaltenraum(A) = {Ax : = € K"}
—_——
=Bild A

[ Denn: span(ag,...,an) = {>_ Aia;i : Ai,..., \p € K} ={> XNi-Ae; : A€ K"} =
i=1 =1

{AQ Nie): Ae K"} ={Az: 2 € K"}]
- A
Spaltenrang(A) = dim Bild A

2. Zeilenrang(A) = Spaltenrang(A")

Beispiel:
Lz3 1 Zeilenrang(A) = 2
A=10002 Spaltenrang(A) = 2
0000 P s =
3.23 Lemma

Sei K ein Korper, A € K™*™, S € K™*™ invertierbar, T € K™*" invertierbar. Dann gilt:
Spaltenrang(S-A-T) = Spaltenrang(A)
Zeilenrang(S-A-T) = Zeilenrang(A)

Beweis:

1. Zeige: Spaltenrang(A-T') = Spaltenrang(A)
T(K™)=K"
weil T' invertierbar

Bem.1 ‘L .
Spaltenrang(A4) ="dim{A-xz: z € K"} = dim{A-z: z € T(K")} =

dim{A-z: =Ty, ye€ K"} =dim{A-T-y: y € K"} = Spaltenrang(A-T)
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2. Spaltenrang(S-A) = Spaltenrang(A)
Spaltenraum(A) = span(A-eq,..., A-e,).
r := Spaltenrang(A)
A-ej,,...,Aej. sei Basis des Spaltenraums von A Lempmag-16¢ S-A-ej,...,S-A-ej, Basis
von span(S-A-ey,...,S-A-e,) = Spaltenrang(S-A) = r = Spaltenrang(A)

3. Spaltenrang(S-A-T') = Spaltenrang(S-A) 2 Spaltenrang(A)

Bem.2 zu 3.22 3.

4. Zeilenrang(S-A-T)
) Bem.Zzzu 3.22

Spaltenrang((S-A-T)") = Spaltenrang(7T"-AT-ST)

Spaltenrang(A T Zeilenrang(A)

3.24 Satz und Definition (Rang von A)
Sei K ein Korper, A € K™*™. Dann gilt:
Zeilenrang(A) = Spaltenrang(A) .
Diese Zahl wird als Rang von A (Schreibweise: rang A) bezeichnet.
Beweis:
Nach Satz 2.17 gibt es G € K™*™ und H € K™*", beide invertierbar, und r € {0, ..., min(m,n)},
B E. 0
so dass A =G < 0 O> H
Aus Lemma 3.23 folgt
Spaltenrang(A) = Spaltenrang( E- 0 ) =r

0 0 B
Zeilenrang(A) = Zeilenrang( EOT 8 ) =r

3.25 Folgerung
Sei K ein Korper, A € K™*" B € K™*". Dann gilt:
(a) rang A =rang A" |
(b) rang A < min(m,n) ,
(c) rang (A-B) < min(rang A, rang B) ,
)

(d) S e K™*™ invertierbar, T' € K™*" invertierbar = rang(S-A-T) =rangA .

Bewezis:

(a) Satz 3.24 und Bem. 1 zu 3.22.

Bild ACK™ BildATCK™ (a)
(b) rangA < dimK"=n, rangA' < m =— rang A < min(m,n) .
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eK™
~ =
dim span{A-B-x: z € K"}

cspan{Ay: yeK"}

(C) rang (AB) Bem.]_ZZu 3.22

< dim span{Ay : y € K"} =rang A (#)
a (1) a
rang (A-B) ©) rang (A-B)" =rang(BT-A") < rang B' @ rang B (£6)

i)

) tang A-B < min(rang A, rang B)

(d) Lemma 3.23 und Satz 3.24.

‘ Zeilenstufenform ‘

Mit elementaren Zeilenumformungen vom Typ II und III l4sst sich nicht immer Dreiecksform
mit nicht verschwindenden Diagonalelementen erreichen. Problematisch sind die in der ak-
tuellen Untermatrix fithrenden Nullspalten. Ubergeht man diese im Algorithmus, so gelangt
man zur Zeilenstufenform:

0 0 ®

* * * * * * *

k
0 0 0 ® =*x =
Ll 000 @ = % % = % r
*  Matrixelement
0 0 ... ... ® = ® Matrixelement # 0

0 0 0
0 0 0

(] f

g1 J2 Jr

Formal aufgeschrieben erhélt man:

3.26 Definition (Zeilenstufenform)

Sei K ein Korper. A € K™*™ mit A # 0 hat Zeilenstufenform, wenn es r € {1,..., min(m,n)}
und ji,...,7- € Nmit 1 < j; < jo < ... < j, < n gibt, so dass

aij 70 i=k, j=ji (k=1,...,7)

aij=0 i>k jp<j<jrq1—1 (k=0,...,7)

mit jo :=1 und jry1 :=n+1.

3.27 Satz (Transformation auf Zeilenstufenform, Rang)

Sei K ein Korper. Jede Matrix A € K™*™ mit A # 0 kann durch elementare Zeilenumfor-
mungen vom Typ IT und III auf Zeilenstufenform gebracht werden. Es gilt rang A = r (mit r
aus Definition 3.26).

Bemerkung: Satz 3.26 gestattet die Bestimmung des Matrixrangs auf einfachere Weise als mit
der Aquivalenznormalform 2.17.

Beweis:
Die Transformation auf Zeilenstufenform erfolgt wie oben beschrieben.
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[Der Unterschied zum GauBalgorithmus 2.26 besteht darin, dass folgende Situation eintreten
kann:

* «— k-te Zeile

® x % %
00 0 : mind. ein
3 Matrixelement aktuelle Untermatrix
0
0 ... 0 =« 7
T i
jr mehrere  jry1
Nullsp.
der
Unter-
matrix

Auflerdem koénnen die Spalten 1,...,j; — 1 Nullspalten sein.

Alle diese Spalten werden einfach unverindert gelassen. ]

Also gibt es eine invertierbare Matrix G € K™*" (als Produkt von Elementarmatrizen) und
eine Zeilenstufenmatrix R € K™*™, so dass

A=GR

Nach 3.25d folgt rang A = rang R = rangf%
Zeige: rangR =7

= (R }r Zeilen = SN o Ay
R = < 0 ) Y m —r Zeilen ° Also rang R = Zeilenrang(R) = Zeilenrang(R) = rang R.

. 3.25b
1. rang R < r.
2. R=(f...7,). Bhpt.: Tjy,- .-, sind linear unabhéangig.
A1
T
ZAk-Tjk:0=>(fj1...ij)- =0= MA=...=X\=0,
k=1
A
weil (75, ...7;,) € K"™*" eine rechte obere Dreiecksmatrix mit nicht verschwindenden

Diagonalelementen ist.
Somit rang R = Spaltenrang(R) > r.
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Allgemeine lineare Gleichungssysteme‘ (Az =bmit Aec K™" x e K" be K™)

3.28 Lemma
Sei K ein Korper, A € K™*™ r =rang A, b€ K™.
(a) Es gilt: dim{z € K" : Ax =0} =n—r.

(b) Falls 2* € K™ existiert mit A-z* = b, dann gilt:
{re K": Ax=b} = {o" +2™: o™ € K", Aa™ =0} .

Bemerkung: Nach (b) erhélt man die allgemeine Losung des inhomogenen Gleichungssystems
Ax = b durch Addition einer speziellen Losung des inhomogenen Systems und der allgemeinen
Losung des homogenen Systems.

Beweis:
(a) Folgt aus der Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen 3.21:
dim Kern A + dim Bild A = dim K" .
= ———

A-x**=b
<~

(b) Az =b <= A(x*+(z—2*))=b Az —2")=0 <= z=a"+x™ NAz™ =0

——

=r**

3.29 Satz (Auflosbarkeit des allgemeinen linearen Gleichungssystems)

Sei K ein Korper, A € K™*™ b e K™. Dann gilt:
(a) A-z = b besitzt mindestens eine Losung z € K" <= rang (A b) = rang A.
(b) A-x = b besitzt hochstens eine Losung z € K" <= rang A = n.

(c) A-x = b besitzt genau eine Losung x € K" <= rang (A b) =rang A = n.

Bemerkung: Unter (A b) ist die aus A und b zusammengesetzte Matrix € K™*("+1) zy
verstehen (“erweiterte Matrix*).

Beweis:
(a) rang (A b) =rang A <= span(ay,...,a,,b) = span(ay,...,a,) 276 p¢ span(aq, ..., a,)
< I, M EK: Y Naj=b < IXNeK": AX=b.
j=1
(b) A-z = b besitzt hochstens eine Losung <= ) xj-a; = b besitzt hochstens eine
j=1

Bem.zu3.6
<—

Losung ai, .. .,ay, linear unabhingig <= rang A = n.

(¢) " <" Folgt sofort aus (a) und (b).
"' =": A-x = b besitzt genau eine Losung 328 A.z = 0 besitzt nur die Losung o = 0

U«é@ ai, ..., G, linear unabhéngig <= rang A = n.
Die erste Gleichung folgt aus (a).
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3.30 Berechnung der Losungen des allgemeinen linearen Gleichungssystems

EZU ILIIT  ~

A PR R (Zeilenstufenform)
EZU ILII

b — b

_ 55 R _ b }r Zeilen
Ar=b o Rr=b & ( 0 >x— < [}) tn —r Zeilen
Az = b besitzt mindestens eine Losung < b = 0
[Das ergibt sich aus dem Losungsverfahren, kann aber auch direkt so eingesehen werden:

b=0 < beSpan(fy,...,7,) < rang(R b) =rang R < rang(A b) = rang A.]
Sei ab jetzt b=0.

Wir betrachten die Spalten 7;,...,7; von R und schreiben R-z = b in der Form
T ~
E xjk-fjk =b-— Z xj-rj, d.h.
k=1 Je{1,...n\{j1,....dr }
L1 Hj
(Fjy o Tj) - | =b- 2 zifi (%)

. je{lv'”vn}\{j17~~~7j7"}
Lk

Setze zj:= p; €K (Ge{l,...,n}\{j,....5})

beliebig
Durch diese p; ist die rechte Seite von (x) festgelegt. Da auf der linken Seite eine Dreiecksma-
trix mit nicht verschwindenden Diagonalelementen steht, ist (x) eindeutig nach xj,...,x;,
auflosbar.
Beispiel:
12 3 2 . 1
2 420 2= | 2
3121 s 4
T4
1 2 3 2|1 1 2 3 211 1 2 3 211
24 20/2)]—-10 0 -4 —4|0]—-10 -5 =7 =51
31 2 1|4 0 -5 -7 —=5|1 0 0 —4 —-410
A r1f
JuoJ2 I3
Tra =
4= 4 —
ot = iéf = mp=—i(1-2u) =1+ 2w
—ba2 — Tz = 4 1 201 o) =141
Ay = dpy w1 =1—2pug +3pa + (1 —24) = £ + 2414
7 1
7 7 1
Y[ :
— 5 ) 5
d.h. s I s (nelR)
Ty 0 1
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84 IR" als euklidischer Vektorraum

‘Léinge, Skalarprodukt und Orthogonalitéit in ]R”‘

x2

]1:{2

a2

a1 T

T3

as

x2

a

a2

e

I

4.1 Definition (Lénge)

\/a% +a%

la|

Lénge von «

la] = /d?>+ a3 ,
Vai+ a3+ aj

d=+/a} +a3

Fiir x € R™ heiBt |z| := /23 + ...+ 22 Linge von z.

Wir wollen mit Hilfe der Lange Orthogonalitidt zweier Vektoren a und b definieren:

4D _ alb:

‘ a a+b

—b b

< la—bl=]a+10
& > (ag —by)? = 3 (ai + b;)?
=1

=1
n
=1

4.2 Definition (Kanonisches Skalarprodukt, Orthogonalitét)

n
(a) Fiir z,y € R™ heiit (x,y) := > x;y; (kanonisches) Skalarprodukt von x und y.

1=

1

(b) x,y € IR™ heiflen orthogonal, wenn (x,y) = 0.

Schreibweise: = L .

Bemerkungen:
L{zy)=aly=ylz (r,yeR")
2. |z| = /(z,x) (ze€IR")
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4.3 Lemma

Die Abbildung R"™ x R" — R, (z,y) — (z,y) erfiillt
(a) (z+2,y) = (x,y) + (@ y) (z,2",y € R")
()\x,y) = >\<x,y> ()\ER, :anEIRn)
(T y+y) =@y +(2,y) (x99 €R")
(x,\y) = Az, y) (Ae R, z,y € R") (”Bilinearitit”)
(b) (z,y) =(y,z) (z,y€R") ("Symmetrie”)

(¢) (z,z) > 0 (xeR™ z#0) ("Positive Definitheit”)

Bemerkungen:

1. Ersetzt man in Lemma 4.3 IR™ durch einen IR-Vektorraum V', so heifit eine Abbildung
V xV — IR, die (a) erfiillt, Bilinearform auf V. Wenn sie zusétzlich (b) und (c) erfiillt,
spricht man von einem Skalarprodukt auf V. Ein IR-Vektorraum mit einem Skalarpro-
dukt wird als Euklidischer Vektorraum bezeichnet.

2. Fir z,y € R™ und A\, p € R gilt:
ANz +py, x4+ py) = Az + pey, Ax) + (N + ey, pey)
= Az, Ax) + (pey, Ax) + (Ax, pey) + (pey, 1oy)
= Nz, ) + A (y, x) + Al y) + 12y, )
~——
=(z,y)
= A2z, z) + 2 u(z, y) + 1y, y)

4.4 Cauchy-Schwarzsche Ungleichung

Seien x,y € R™. Dann gilt: [(x,y)| < |z|-|y|.
Gleichheit tritt genau dann ein, wenn «, y linear abhéngig sind.

Beweis:
1.LF: = 0. Dann sind x, y linear abhéingig und es gilt [(z,y)| = 0 = |z|-|y]

2.F: x #0.
[ Erinnerung: Seien a,b,c € IR, a # 0. Betrachte
aA?+bA+c=0 (%)
D :=b? — 4ac (Diskriminante)
(*) hat genau eine reelle Losung A <= D =0
(%) hat keine reelle Losung A <= D < 0 |

2.1: z,y linear unabhéngig g VAielR: y# Az
[ “=“ Klar. [ Sonst A\-z + (—1)- y—O}
“e=“ prx+vy=0.Zeige: p=v=0.
Wire v # 0, so wiirde y = (—;) -x folgen im Widerspruch zu y # A-x
fiir jedes A € R. Daher v =0, also p-x =0, somit u = 0 wegen x # 0]
= Arx—yAXrx—y)#0 (AeR)

[Az—y|2#£0
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= N (z,2) = A2z, y) + (1) Z0 (A E€R)
Diskr.<0
S 4w, y)? — A, 2) - (y,y) < 0= |(w,9)] < V{z,2) V(y,v)
|| Iyl
x y
2.2: x,y linear abhangig<2—;1>5|)\€IR: y=Ar<= PAeR: y= Az
[Denn:y:)\-x:)\’-x:>(A—A’)szig)\:X]

vel.2. iskr.=
EX SN eR: A2 (2,2) — A2, ) + (1) = 0 "EE0 (2, )] = [y

4.5 Lemma

Fiir die Abbildung R"” — IR, x +— |z| gilt:

(a) |z[=0  (ze€R")
|z =0<=2=0 (x € R")

(®) Nl =Nzl (AeR, zeRY)

(©) |z +y| < |z + |yl (z,y € R") (Dreiecksungleichung)

Bemerkung:

Ersetzt man in Lemma 4.5 IR™ durch einen IR-Vektorraum V', so heifit eine Abbildung V' — IR,
die (a)-(c) erfiillt, Norm auf V. Ein IR-Vektorraum mit einer Norm wird als normierter Raum
bezeichnet.

Beweis:
(a),(b) Klar.
(c) |z + y|? = (x+y,z+y) = (o,2) +2(x,y) + (y,v)
4
< (wom) 2V (@) V) + (yy) = (Ja| + [y))?
|[2 || [yl [y|?
T x Yy Y
Winkel

4.6 Lemma und Definition (Winkel)

Seien z,y € R™\ {0}. Dann gibt es genau ein ¢ € [0, 7] mit cosp = %
x|y
¢ heifit Winkel zwischen z und y. Schreibweise: p = <(x,y).
Bemerkung: (x,y) = |x|-|y|-cos ¢ mit p = <(z,y).
Beweis:
Aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung folgt —1 < ﬁ’TJ) <1.
x|y

Der Kosinus bildet [0, 7] bijektiv auf [—1, 1] ab, also gibt es ein eindeutig bestimmtes ¢ € [0, 7]
mit cosp = (z,9) :

||y
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4.7 Folgerung
Seien z,y € IR™ \ {0}. Dann gilt:

(a) |z —y|? = |z]® + |y|> — 2|z|-|Jy|-cosp mit ¢ = <(z,y) (Kosinussatz)

b) z Ly=|z+y|*>=|z|*+ |y|? (Satz von Pythagoras)

Beweis:
(a) Ubungsaufgabe

(b) |z +yl* = |2[* + 2 (x,y) +]y[*.
——
0

‘ Orthogonale Matrizen ‘

4.8 Definition
bi,...,br € R™ heiBt Orthonormalsystem (ONS), wenn (b;,b;) = 0;; (i,j =1,...,k).

Beispiel: ey, ..., e ist fiir £ < n ein ONS.

4.9 Lemma (Entwicklung nach einer Orthonormalbasis)

Sei by,...,b, € IR™ ein Orthonormalsystem. Dann ist by,...,b, eine Basis von IR" (Ortho-
normalbasis, ONB) und es gilt
n

=3 (bj,x)b; (ze€R") (%)
7j=1

Beweis:
bi,...,bp ONS:>bl,.. bn linear unabhéngig

[Denn Z)\ b —0:><b“Z)\ b>—0:> Z)\j<bi7bj>:():>)\i:0 (i:1,...,n)]
——

=1
ij
AR nd 3y b, Basisvon R" = HAE€R": =3 A;-bj
=1
= (b“x> = <bi, Z )\j'bj> = Z )\j <bi,bj> = )\z‘
=t e
i

4.10 Definition
A € R™ ™ heifit orthogonal, wenn AT-A = E,,.

Bemerkungen:

(a) Diese Forderung ist dquivalent dazu, dass die Spalten von A ein Orthonormalsystem

bilden.

(b) Die Matrix heifit orthogonal, ihre Spalten bilden aber ein Orthonormalsystem.
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Beispiel: fiir ein Orthogonalmnatrizen in IR?*? :
1 0 1 0 cosp —sing
0 1)’ 0o -1/’ sing  cosgp
4.11 Satz
Fiir A € IR™™" sind &dquivalent:
(a) A orthogonal,
(b) AT orthogonal, d.h. A-AT = E,,,

(c) A invertierbar und A=! = AT,

[Bemerkung: (b) besagt, dass die Zeilen von A ein Orthogonalsystem (inIR!*") bilden.]

Beweis:
(a)=(c): AT-A=FE, 22 Aund AT invertierbar = AT A- A1 = A1 = AT = A-1
E
(b)=(c): AT orthogonal <= (AT)TAT = E, 22 Aund A7 invertierbar
A
= A TAAT =41 AT = A7!
E

(©)=(): ATAY A 14=E,
(¢c)=(b): analog

4.12 Satz

Fiir A € IR™*"™ sind &dquivalent:

(a) A orthogonal,
(b) Ve e R": |A-z| = || (laingentreue Abbildung, Isometrie),

(c) Yo,y e R": (Ax, Ay) = (z,y).

Beweis:
(a)=(b): |Az|> = (Az)"-(Az) =2"- A" Az =z "2 = |z|?

En
(b)=(c): Esgilt (z,y) = L(|lz +y[*> — |z — y[?) (*)  (Ubungsaufgabe)
also (Az, Ay) = (|Az + Ay]® — |Az — AyP) = 1(|A-(z +y)]> = |A-(z = y)P)
Yo+ ol =l =y @)
(©=(a): (2.(ATA—E,)y) = (Az,Ay) — (.9) 20 (z.y € RY)

z:=(ATA—E,
AW AT A B) P =0 (yeR") = AT.A=E,

—

[Bemerkung:
Allgemeiner gilt: Ist f : IR"™ — IR™ eine Isometrie, d.h. |f(z) — f(y)| = |z —y| (z,y € R"),
dann gibt es A € R™*™ Orthogonalmatrix und b € R, so dass f(z) = A-x +b (z € R")]
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85 Determinanten

Betrachte das folgende reelle lineare Gleichungssystem:
a21a12

a11x1 + aj2w2 = by air a2 \ ——
—b det = Q11022 — 012021
2171 + a22x2 = 03 ag1 a2

Durch Nachrechnen: Falls aj1a22 — aj2a21 # 0 ist, dann ist das lineare Gleichungssystem
eindeutig losbar und es gilt

bi aiz >
det
biagg — baara © < by a2

1 pr— pr—
11022 — 12021 ail a2
det

a1 a2

ann b
det
aiby —anby ¢ < az by >

11022 — 412021 det ail a2
a1 Q22

Tro —

(Cramersche Regel 1750, bereits fiir allgemeines n € IN)

5.1 Definition und Satz (Determinante)
Sei K ein Korper, n € IN. Dann gibt es genau eine Abbildung det : (K™)™ — K, so dass gilt:

(a) det ist eine Multilinearform auf K™, d.h. fiir j = 1,...,n gilt:
det(ai,...,A-aj,...,a,) = A-det(ar,...,an) (a1,...,ap € K", X € K)

det(ay,...,a’+aj,...,a,) = det(a,...,a},...,a,) +det(ar,...,af,... an)
(al, ey @1, A1y - - -y G, a;-, CL;-/ S Kn) .
(b) det ist alternierend, d.h. sind von den n Vektoren ay,...,a, € K™ zwei gleich, so gilt

det(ay,...,an) =0.
(c) det ist normiert, d.h. det(ey,...,e,) =1 .

Fir A= (a1...a,) € K™ setzen wir det A := det(ay, ..., an).
Fiir den Beweis dieses Satzes benttigen wir noch einige Hilfssétze und Lemmata.

5.2 Lemma

Sei det eine alternierende Multilinearform auf K", ay,...,a, € K™. Dann gilt:
(a) ai,...,ay, linear abhingig = det(ay,...,a,) =0 .

(b) det(...,aj,...,a,-,...) = —det(...,ai,...,aj,...) (’L <j) .
(D.h. vertauscht man zwei der Vektoren ag,...,a,, so dndert sich das Vorzeichen von
det.)
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Beweis:

n—1
(a) O.E.d.A.: a,, linear abhéngig von ay,...,an—1, d.h. a, = Aj-aj.
j=1
n—1
Dann det(ay,...,an,) o1a Ajdet(ai,...,an—1,a;) = 0.
et
! =0 nach 5.1b

(b) det(...,a;+aj,...,ai+aj,...) :Ogdet(...,ai,...,ai,...)—i—det(...,ai,...,aj,...)—i—

=0

det(...,aj,...,a;,...)+det(...,a4,...,a;,...) = 0= Behauptung .

=0

5.3 Hilfssatz
Sei det eine alternierende Multilinearform auf K", A € K™ X\ € K. Dann gilt (mit den

Bezeichnungen aus 2.15)
(a) det(A-S;(A)) =det A\,
(b) det(A-QI(N) =det A (i # j) ,
(c) det(A-P7) = —det A .

Beweis:
(a) det(A-S;(N)) =det(ar,...,Aaj,...,an) *1% \-det A

(b) det(A-Q(N) = det(ar,.... aj+ A ,...,a,) "= det A
~——

j—te Position
(c) det(A-P)) = —det(...,a;,...,ai,...) 2 —det A

5.4 Folgerung und Hilfssatz
Sei det eine normierte alternierende Multilinearform auf K", A € K™" X\ € K. Dann gilt

(mit den Bezeichnungen aus 2.15)
(a) det(Sj(N)) = A, det(A-Sj(N)) =det A-detS;(N)
(b) det(Qé()\)) =1, det(A~Q§.(/\)) =det A - det Qé()\)
(c) det(P/)=—1,  det(A-P/)=det A-det P/
Beweis: linke Hélfte: 5.3 mit A =F,
rechte Halfte: linke Hélfte und 5.3

Die folgenden in §2, §3 implizit enthaltenen Aussagen werden in diesem Paragraphen noch

haufiger benétigt.
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5.5 Lemma

Sei K ein Korper, A € K™*". Dann gilt:
(a) rang A = n <= A invertierbar ,

(b) A invertierbar <= A Produkt von Elementarmatrizen .

Beweis:
(a) A invertierbar 224X\ = 0 besitzt nur die Losung A =0
<:>(fj)\j-aj:0:>)\1:...:)\n:0)
— a]:%. ., Gy linear unabhéngig <= rang A =n .

(b) Aquivalenznormalform 2.17 mit r = n .

Beweis von Satz 5.1:

Eindeutigkeit: Seien det und det normierte alternierende Multilinearformen auf K™.
Zeige: det A = det A.

LF.: A invertierbar 222 3 Ci,...,C; Elementarmatrizen: A =C1 ... - Cj

54 reHalfte g ot A = det Cy-...-det(y

A LAt qor A = det Oy - - det &y T det(Cy ... C) = det A
2.F.: A nicht invertierbargg rang A <n = ai,...,ay, linear abhingig

%det(al,...,an) =0, (ievt(al,...,an) =0=detA=0=det A .
Existenz: Durch vollstdndige Induktion Beweis der Aussage
A(n) :<= es gibt eine normierte alternierende Multilinearform auf K"
A(l): A= (a11), det A := aq; erfiillt 5.1(a)-(c) +/
An—1)=An) (nelN, n>2):

Seii € {1,...,n} fest. Fiir A € K™ setze det A := 3 (—1)"a;; - det AW)

j=1
Dabei ist AW ¢ K(n=1x(=1) dje Matrix, die aus A durch Streichen der i-ten Zeile und
der j-ten Spalte entsteht:

air ... ap; ... Qin
Al — ) .
B 1 R T/
Gpl ... QApj ... QAnp
[Beispiel:
n=2 1=1:

det < Z; Z;Z > = (—1)1+1a11 -det A(H) + (—1)1+2a12 -det A(12) = ai1-ag2 —ai12-a21
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ail a2 ais
det a21 Q22 a3
az1 az2 asg

aij
alj . J
A= N Koo | @1 | g e
=(ar...an) aj=| aiy € K", aj:= €

a a a
= all-det < 22 23 *alg'det 2
asi

Q415

@23 >+a13-det <
a33

a1 Q22
asy  as2

Onj
Multilinearitét: .
det(ay,...,ak,...,ay) = Z:l(—l)iJrjaij - det(aq, . .. 51, Ay, , )
=
n
= (—l)iJrkaikdet(&l, ey Q1 Akt 1y - - -5 Gp)+ Z (—1)”jaijdet(&1, S ¥ I I T T an)
Tk
ar — A-ag : Aif — Ak
det(ay, ... JA5 1,541, . ,Gp) — Adet(ay, ... JA5 1, Ay, Jan) (7 # k)
ap — a +ay : ag — al, +al
det(ay, ..., a, Aj—1,Qj41,--- , )
— det(dl, . . ,CAL;C, CALjfl, dj+1, ... ,dn) + det(&l, . ,CAL;CI, CALjfl,CALj+1, . ,dn)
(J # k)
= det : (K™)" — K multilinear
Alterniertheit:
Sei ap, = a; mit £ < [. Dann
det(ay,...,ak,...,a;,...,an) = (—1)i+kaikdet(d1, ey Q—1, ARy 1y -y Gp)
—I—(—l)”laz-ldet(dl, ey 11, Qg 1y - ey fln)+ Z (—1)i+jaij det(dl, ceey &jfl, dj+1, e ,fln)
£ ;

) Nertanshungen 1 vitk o Aet(an, .y @1 @y Gty ey Gty By -« s )-(— 1) D)
+ (=1, - det(ay, ..., a1, a141, - - -, an)

= aj, - det(an, ..., Q—1, Q1 - .- Gn) - ((—1)FFF - (1) D 4 (—1)iH

= (=1)" - @i - det(an, ..., ar—1,@up1, .-, an) - (1) + (=1)))

0
= det : (K™)" — K alternierend
Normiertheit: .
det(ey,...,en) = >, (—1)i+j © €45 -det(éq, ..., €j—1,6j41,- -, én)
j=1 —~~
= (—1)i+j det(él, v 7éi—1, éi+17 ey én) =1 wegen E7(Lu)
det E,, 1

Bemerkung:
Wegen der Eindeutigkeit der Determinante kann man nach jeder Zeile entwickeln, d.h. fiir

Ae K™ gilt:  det A=Y (—1)"a;;det AW (i=1,...,n)

n

7j=1
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Mit det bezeichnen wir im folgenden die nach Satz 5.1 eindeutig bestimmte normierte alter-
nierende Multilinearform auf K™.

5.6 Rechenregeln
Seien A, B € K™" X\ € K. Dann gilt:
(a) det(A-A) = A" detA ,
(b) det(A-B) =det A-det B (Determinantenmultiplikationssatz) ,

(¢) A invertierbar <= det A #0 ,

(d) A invertierbar = det A1 = ﬁ ,

(e) det AT =det A .

Bemerkung:
Im allg. gilt: det (A-A) # \-det A
det(A+ B) # det A+ det B

Beweis:
(a) det(A-A) =det(A-ai,...,Aan) = A-det(ar, A-ag,..., A-ay) = ... = A"-det(a,...,an) .
. 5.4 li.Hi.
(¢) “=“: A invertierbar Rl gy Cr-...-C PAZE ot A = det C - . .. - det G, # 0
—_—— —— ——
El.matrizen #0 #0
“e%: A nicht invertierbar 22 rang A <n
= ay,...,a, linear abhingig 52 det(a,...,ay) =0
(b) Vorbemerkung: A - B invertierbar <= A invertierbar A B invertierbar
[“=“: Ubungsaufgabe 43a “e=%:214a |
1.F.: A B invertierbar.
ng' A invertierbar A B invertierbar = A =C-...-C;, B=Dy-...- D, =
— S———
El.matrizen El.matrizen
det(A-B) = det(Cy-.. .-Cy-Dy-.. -Dp) 2 det(Cy) - ... - det(C)) - det(Dy) - . .. - det(D,)
det A det B

2.F.: A- B nicht invertierbar.
1. det(A- B) = 0 wegen (c).

2. Nach der Vorbemerkung ist A oder B nicht invertierbar, d.h. entsprechend (c)
det A = 0 oder det B = 0, also det A - det B = 0.

(d) A invertierbar = det A - det A~} ©) get (A-AH=1=det A =
N—_—— det A
En
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(e) detA=0 grangA<n?&—5§rangAT<n<5':5a>detAT:0=>detA:detAT
detA#£0 22 4—-0.....C
—_——
El.matrizen
— detA detCy-... detCr L det Oy ... det T
et - 0f *Bdet(Cy .. C)T =det AT

[Zut: SN =80, QiNT =@, P/" =P/ |

5.7 Laplacescher Entwicklungssatz
Sei K ein Korper, A € K™*". Dann gilt:
n . . ..
(a) det A= 3" (—1)"*a;;det AW (t=1,...,n)
j=1

(Entwicklung nach der i-ten Zeile)

(b) det A= 3" (—1)"*a;;det A®W) (j=1,....n)
i=1
(Entwicklung nach der j-ten Spalte)

Beweis:

(a) Bereits im Beweis zu Satz 5.1 enthalten.

(b) Folgt aus (a) und 5.6e.

5.8 Folgerung
Sei K ein Korper, A € K™*" Dreiecksmatrix.
Dann gilt: det A=a11- a9 ...  Gnn -

Beweis: Ubungsaufgabe.

5.9 Lemma
Sei K ein Korper, A € K™*™ (C € K™*". Dann gilt:

A B

mXxXn
(a) Be K :>det<0 c

> =det A-det C,

A 0

nxXm
(b) Be K :>det<B c

) =detA-detC .

Beweis:

(a) 1.F.: A nicht invertierbar. Dann det A = 0 nach 5.6c¢.

Zeige: det(é1 g>:O.

o . . A
A € K™ ™ nicht invertierbar 222 rang A < m <= rang ( 0 > <m

A B A B
—> rang 0 C <m+n <= det 0 C =0 .

c K (m+n)x(m+n)
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2.F.: A invertierbar.
0

A B\ (E, —A""B\ _(A -A-A' B+B
0 C 0 E, 0 C

Det.mult.satz A B E,, —A"1.B B A 0
= det(o C>-det< 0 E, )—det<0 C’)

=1 (obere Dreiecksmatrix!)

A0 Epm 0
= det << 0 E ) ' ( 0 C )
< > Lapl.EgtW-SatZ det A -det C .
T

0
C
—det(B C) —det< 0 CT)—detA -det C

’ Komplementédrmatrix, Cramersche Regel ‘

Die inverse Matrix lidsst sich mit Hilfe von Determinanten berechnen (“Komplementirma-
trix“). Ausgangspunkt ist dabei der Laplacesche Entwicklungssatz:

7j=1

Qji:= 1

n . . ..
Behauptung: aij - i =det A 6, (i,k=1,...,n) mit a;:=(—1)"" det Ai),
7j=1

Beweis:
k =1 : Bereits gezeigt.
k #i: Ersetze in A die k-te Zeile durch die i-te Zeile (Bez.: A) und entwickle nach der k-ten

Zeile. Dann

det A=0, aO) = { a® falls | =k

a® falls 1+

Somit Y agj- (—1)F7 - det A#) =det A =0,
j=1
also Y aij- (—1)F . det AR =0 (k+#4)
Jj=1 >
ajk
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Insgesamt ergibt sich

5.10 Definition und Satz (Komplementérmatrix)
Sei K ein Korper, A € K™*™. Die Matrix A = (@i;)ij=1...n mit a;; := (—1)"*7 det AU heiBt
Komplementiarmatrix von A. Es gilt

A-A=A.-A=det A -E,

1 -
B kung: detA#0 — A7l= <A
emerkung et A # ot A

Beweis:
A-A = E, ist bereits gezeigt.
AA=(ATTATT) = (AT-ATYT £ (AT AT)T = (det AT-E,)T =det A-E, .
[Zu tt . ELU = (—1)i+j detfi‘l(ﬂ) — (AT)”’ = &ji = (—1)(i+j) det A(U)
(AT)ij = i (AT = (~1) det((AT)0)) = (~1)7%9 det A®)

5.11 Cramersche Regel
Sei K ein Korper, A € K™ invertierbar, b € K" und x € K" die eindeutig bestimmte
Losung des Gleichungssystems A - x = b. Dann gilt:

_ det(al, ey i1, b, [ 7 P ,an)
det A

T

Beweis:
Es gilt . = A1 °=
n

= ﬁ -det(a,...,bj,...,an), weil AU9) nicht von der j-ten Spalte von A abhiingt.
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